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Lagerreaktionen kdnnen nur mit Hilfe der Elastizitatstheorie bestimmt werden.

Technische Mechanik Il Elastostatik werden ein- und mehrfach "statisch unbestimmt" gelagerte Tragwerke

vorgestellt.

F
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Bild 5.17 Einfach statisch unbestimmtes System; a) Systemskizze; b) Schnittbild
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Bild 5.18 Zweifach statisch unbestimmtes System; a) Systemskizze; b) Schnittbild

5.6 L6sen eines Berechnungsproblems
- Formulierung
- mechanisches Ersatzmodell (Eigenschaften)
- Lésung des Ersatzmodells
- Diskussion, Bedeutung
Hier wird das Hauptaugenmerk auf "Lésung des Ersatzmodells" und "Diskussion, Bedeutung" bearbeitet

- Schnittbild zum Sichtbarmachen der Kréfte,
- Aufstellen und Lésen der Gleichungen,
- Kontrolle des Ergebnisses auf Richtigkeit und Genauigkeit.

@ Aufgabe 5.1

Ein Trager wird mit den Kraften F;, F,, Fz und einem Moment Mg belastet (Bild 5.19).
gegeben: o = 450, Fi, Fo, F3, Mg, a

gesucht: Bestimmung der Auflagerkrafte A und B

Fi ?a\Fz Fsl WM
A [ ] B
A B
t-a—+—a—F+—a—*

Bild 5.19 Trager mit den Kraften Fy, F,, F3 und dem Moment Mg
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Ldsung: By = F; PR By = 1a (F, asina + F3 2a + Mg),
a

Azgi(F22asina+F3a+F13a-MB)
a

@ Aufgabe 5.2

Ein Trager wird mit der Kraft F; und dem Kréftepaar F, * h belastet (Bild 5.21). In C hat der Trager ein schrag
gestelltes, einwertiges Lager.

gegeben: Fy, Fy, a, h, a
gesucht: Bestimmung der Auflagerkrafte A, B und C

F
F B C
N <o M
o
A T F
a) Fa—+—aA—a—r

Bild 5.21 a) Trager mit der Kraft F; und dem Kréaftepaar F, * h

) -Fa-Fh 1 -Fa-Fh
Lésung: A= ——— tana,B= — (F,h+F.3a) (5.31),C= ————
2a 2a 2acosa

@ Aufgabe 5.3

Ein Trager wird mit den Kraften F;, F, und F3 belastet (Bild 5.20).
gegeben: o = 30°%, Fy, Fp, F3, a

gesucht: Bestimmung der Auflagerkréafte A und B

A%iw 30° sz F. lifajz

BA.
/\V a /\V a /} a AV a /}

Bild 5.23 Trager mit den Kréften Fy, F; und F3
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1

L('jsung: Ay = g (- % Fi+F,cosa- F3D),AH =-F +F sina, B = (

N |~

F1+2F2COS(X+4F3)

W

@ Aufgabe 5.4

Eine dreieckige, schwere Scheibe (Gewicht G) wird in A durch ein zweiwertiges Lager und in B und C durch

ein Seil S gehalten. Das Seil wird durch zwei Umlenkrollen gefiihrt. Das Scheibengewicht G greift im
Schwerpunkt Ss, der Scheibe an (Bild 5.25).

gegeben: Scheibengewicht G, a, h
gesucht: Bestimmung der Auflagerkraft A und der Seilkraft S

2h/3
h/3

B .
P T R Seil'S
Bild 5.25 Dreieckige, schwere Scheibe

2 2 1
Loésung:S=G —, A4y= -G —, Ay=G —
d 3’ 3"V 3

@ Aufgabe 5.5

Ein Trager wird mit der Kraft F am Hebel der Lange c belastet (Bild 5.27).
gegeben: F, a, b, c

gesucht: Bestimmung der Auflagerkréafte A und B

=
ALY B&_j iﬂ:

) a ) b )
A A

7

Bild 5.27 Trager mit der Kraft F am Hebel
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Losung: Aw=-F, Ay=-F £ B=F
a a

@ Aufgabe 5.6

Eine Scheibe wird mit den Kréften F;, F,, F3 und F, belastet (Bild 5.29).
gegeben: oy, ag, F1, Fa, F3, Fy, @, h

gesucht: Bestimmung der Auflagerkréafte A und B

a4 | ald

akFl le AFa 5

| 3a/4 F“l a4

7 1 7

Bild 5.29 Scheibe mit den Kraften F;, F,, F3 und F4

. 1_ .
Losung: AV=(% F4+(-F.cosa,-F3cosag) 2 +F;sinay+ % Fo+ > Fssinas),

Ay= -Ficosa;- F3 cos ag, B = (- F; cos alﬂ- 1F2-1 F3 sin a3- F3 cos a3 DE Fs)
a 4 2 a 4

@ Aufgabe 5.7

Ein Trager wird mit der Kraft F in zwei Punkten belastet (Bild 5.31). In A besteht das Lager aus zwei Pendel-
stutzen, in B aus einem einwertigen Lager.

gegeben: F, a

gesucht: Bestimmung der Auflagerkraft B und der Stabkrafte S;, S,
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Bild 5.31 Trager mit der Kraft F

Losung: S;= /2 F,B=F,S,=-F
Aufgabe 5.8

@ .

Ein aus Balken und einer Rolle zusammengesetztes System wird Uber ein Seil mit dem Gewicht F belastet
(Bild 5.33).

gegeben: F, a
gesucht: Bestimmung der Auflagerkraft A und B und der Gelenkkraft C.

P Z Eo  Seil
B
a,; %O (e} /Q/la
C D
2a Z
1A
ity —
/)
7
/! ) 2a L 3a

T A

Bild 5.33 Zusammengesetztes System

Losung: A=3,91F,B=335F, C=4,72F
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I 6 Ebenes Fachwerk

,/;F\ Lehrziel des Kapitels
N

fx)=w

Ein Fachwerk besteht aus einer Anzahl einzelner Stébe, die zusammen wie ein Tragwerk wirken. Wegen ei-
niger wesentlicher Einschrankungen werden Fachwerke gesondert betrachtet.
6.1 Definition eines Fachwerks

- Die Stébe sind gerade,

- die Stabe sind an den Verbindungspunkten, den Knoten, gelenkig angeschlossen,

- die Stabe sind an den Knoten zentrisch angeschlossen.

- Die Lasten greifen nur an den Knoten an.

- Daher werden die Stébe nur in Normalenrichtung (in der Achse) auf Druck und Zug belastet.

In Bild 6.1 wird die Vorzeichendefinition der Fachwerkstabe angegeben. Die Stabkraft wird immer als Zug-
kraft, das heifl3st vom Knoten ziehend, mit positivem Vorzeichen angesetzt. Wenn sich das Vorzeichen in der
Rechnung als negativ erweist, handelt es sich um einen Druckstab.

In der Praxis muss fur Druckstabe noch ein Stabilitdétsnachweis, zum Beispiel mit Hilfe des o- Verfahren®?,
durchgefuihrt werden. Dies wirde hier zu weit fiihren. Es wird in diesem Buch nicht weiter darauf eingegan-
gen.

Knoten
S/ \ S >

Bild 6.1 Vorzeichenfestlegung

Wie alle Tragwerke werden auch Fachwerke durch die Auflager mit ihrer Umgebung verbunden. Auch hier
mufl3 jeweils kontrolliert werden, ob das System statisch bestimmt ist. Dabei muf3 unterschieden werden, ob
das Fachwerk auferlich statisch bestimmt und/ oder innerlich statisch bestimmt ist.

A— < -

’ \
1 1 hd I \ I 1 ~ I \
N . A

a) 2-Wertig 1-wettig |, 2-wertig 2-wertig

Bild 6.2 Fachwerk; a) innerlich und auRerlich statisch bestimmt; b) &uerlich statisch unbestimmt

&1 w. Beitz und K.- H. Grote (Hers.), Dubbel, Taschenbuch fiir den Maschinenbau, 20. Auflage, Springer-
Verlag, 2001
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Fur ein innerlich und &uferlich statisch bestimmtes Fachwerk reichen die 3 Gleichgewichtsbedingungen am

Gesamtsystem und die Gleichungen an den Teilsystemen aus, um alle Auflagerkréafte und alle Stabkréfte zu
bestimmen.

Fir ein innerlich statisch bestimmtes und &uferlich statisch unbestimmtes Fachwerk reichen die 3 Gleich-
gewichtsbedingungen am Gesamtsystem nicht aus, um alle Auflagerkréfte zu bestimmen. Hier muss die
Elastizitétstheorie mitberiicksichtigt werden (siehe Technische Mechanik Il Elastostatiks'z).

7
Bild 6.3 Innerlich statisch unbestimmtes Fachwerk

Fur ein innerlich statisch unbestimmtes und &ufR3erlich statisch bestimmtes Fachwerk reichen die drei Gleich-
gewichtsbedingungen am Gesamtsystem aus, um alle Auflagerkréfte zu bestimmen. Die Gleichungen an
den Teilsystemen reichen nicht aus, um alle Stabkrafte zu bestimmen. Jetzt muss hier die Elastizitatstheorie
mitberiicksichtigt werden (siehe Technische Mechanik Il Elastostatik).

Bild 6.4 Kinematisches Fachwerk

Nicht erlaubt sind kinematische, also bewegliche Systeme (Bild 6.4). Dieses Fachwerk ist durch die fehlende
Querverstrebung in horizontaler Richtung beweglich.

Im allgemeinen 14t sich die statische Bestimmtheit eines Fachwerks mit Hilfe der Bildungsgesetze (siehe
Kapitel 6.2) bestimmen.

Dies ist aber nicht immer mdglich. Dann mussen die Fachwerke mit anderen Methoden, zum Beispiel mit Hil-
fe eines Polplans aus der Getriebeanalyse®’, auf ihre statische Bestimmtheit untersucht werden.
6.2 Aufbau eines Fachwerks

In der Definition des Fachwerks wird schon gesagt, dal3 das Fachwerk aus einzelnen, geraden Staben be-
steht, die in den Knoten zentrisch miteinander verbunden sind. Alle Lasten greifen nur an diesen Knoten an.

Um das System zu ordnen, werden die Knoten mit romischen Zahlen, die Stadbe mit arabische Zahlen ge-
kennzeichnet.

7z 6 1 5 V
Bild 6.5 Nummerierung der Knoten und Stabe

>2 Kunow, Vorlesungsskript zur Technischen Mechanik Il Elastostatik

&1 Ww. Beitz und K.- H. Grote (Hers.), Dubbel, Taschenbuch fiir den Maschinenbau, 20. Auflage, Springer-
Verlag, 2001
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Ein Schnittbild, wie wir es gewohnt sind, wirde nun sehr umfangreich werden (Bild 6.6 a). Deshalb werden

die Knoten nicht alle auf einmal, sondern ein Knoten nach dem anderen geschnitten, wenn die Stabkrafte
berechnet werden.

F
F Il's, S, y IV
S; ‘ s sl \s,
9
Sl S7 Ss Sg
| I N s,
>

SG SG Ss SS S4 S
a)A !

Bild 6.6 Schnittbild; a) Explosionsschnittbild; b) am Knoten Il

Schnittbild am Knoten Il zeigt ein solches Einzelschnittbild (Bild 6.6 b). Es liegt ein zentrales Kraftsystem vor.
Die Stabkréafte stehen im Gleichgewicht, wenn die Resultierende, beziehungsweise die Haltekraft zu Null
wird.

An jedem einzelnen Knoten lauten die Gleichgewichtsbedingungen
- 2k, =0, (6.1)

T *F, =0. (6.2)

Im vorliegendem Beispiel ergeben sich zwolf Gleichungen fir zwdlf Unbekannte, die neun Stabkréafte und
drei Lagerkrafte.

Wenn ein statische bestimmtes Fachwerk vorliegt, lassen sich alle Stabkrafte und Lagerreaktionen aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechnen.

Um die Fachwerke besser klassifizieren zu kdnnen, wird der Aufbau eines Fachwerks untersucht und nach
Gruppen unterteilt. Die meisten Fachwerke werden nach dem 1. Bildungsgesetz aufgebaut.

1. Bildungsgesetz

Drei Fachwerkstabe, die durch Knoten miteinander verbunden sind (Bild 6.7 a), bilden eine statisch bestimm-
te Scheibe, zum Beispiel Scheibe 1. Von einer Scheibe ausgehend wird durch Anbringen zwei weiterer Sta-
be (Stab 4 und 5) eine weitere statisch bestimmte Scheibe, zum Beispiel Scheibe 2, gebildet.

Scheibe 2

Scheibe 1

2
a) b)
Bild 6.7 a) Statische bestimmte Scheibe; b) Scheibenbildung, beginnend mit der Scheibe 1 und Stab 4 und 5.

Es sind die einfachsten Fachwerke, die auch bei der Berechnung , zum Beispiel durch Schneiden an den
Knoten oder durch den CREMONAplan, keine Schwierigkeiten machen.

2. Bildungsgesetz

Zwei Fachwerkscheiben 1 und 2, die nach dem 1. Bildungsgesetz aufgebaut sind, werden durch drei weitere
Stabe verbunden, die nicht durch einen Punkt gehen diirfen.
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a) Yzd b) Yzd
Bild 6.8 Fachwerk nach dem 2. Bildungsgesetz; a) Fachwerkstabe, die b) zwei Scheiben bilden.

Hierbei muss immer kontrolliert werden, ob das Fachwerk kinematisch ist.

Ein Fachwerk nach dem 1. und 2. Bildungsgesetz kann durch Wegnahme und Wiedereinfiigen eines Stabes
an anderer Stelle in ein anderes statisch bestimmtes Fachwerk verwandelt werden. Das ist die Gruppe von
Fachwerken nach dem 3. Bildungsgesetz.

3. Bildungsgesetz

Bild 6.9 Fachwerk nach dem 3. Bildungsgesetz

Auch hier ist immer zu prifen, ob das neu gebildete Fachwerk kinematisch ist.

Als weitere, grol3e Gruppe gibt es die zusammengesetzten Fachwerke.

e O

Bild 6.10 Zusammengesetztes Fachwerk

Im obigen System bilden die zwei Scheiben, die jeweils nach dem 1. Bildungsgesetz aufgebaut sind, einen
Dreigelenkbogen.

Bei einer Vorbetrachtung kénnen vorab Stabe sofort als Nullstdbe erkannt oder , wenn sie sich in der Be-
rechnung als Nullstdbe ergeben, tberprift werden. Das sind bei einer gegebenen Belastung unbelastete
Stabe (Tabelle 6.1).

Sie werden nur fur diesen Lastfall zu Null. Jeder andere Lastfall kann andere Stabkréafte zur Folge haben.
Deshalb dirfen sie niemals aus dem Fachwerk entfernt werden.

Als Losungswege fir die Berechnung der Lager- und Stabkrafte eines Fachwerks bieten sich drei Methoden
an:

- analytisch durch knotenweises Schneiden (fir Systeme nach dem 1. Bildungsgesetz und wenn alle
Stabkrafte gesucht werden)

- graphisch nach dem CREMONAplan (fur Systeme nach dem 1. Bildungsgesetz und wenn alle Stabkréaf-
te gesucht werden)
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- RITTERsches Schnittverfahren (fir Systeme nach dem 1., 2. und 3. Bildungsgesetz und wenn einzelne
Stabkrafte gesucht werden).

Tabelle 6.1 Definition der Nullstédbe

Bedingung 1 Bedingung 2 Bedingung 3

Keine &aulere Kraft tritt | Die auere Kraft F wirkt in | Zwei Stabe liegen in der-

am Knoten auf. Richtung einer der Stab- | selben Richtung und ein

achse. dritter schlie3t an demsel-
ben Knoten in anderer
Richtung an.
S,
y 7S,

Beweis

1Sy, =0. /" F+S,+S,=0. /S, +S,+ Sg = 0.

S+ Sp= 0. "8y =0. 1Sy =0.

Damit wird die y- Kom- | Damit wird die y- Kompo- | Damit wird die y- Kompo-
ponente der Stabkraft S; | nente der Stabkraft S, zu | nente der Stabkraft S; zu
zu Null, das heif3t, damit | Null, dann ist auch die x- | Null, dann ist auch die x-
wird auch ihre Horizon- | Komponente von der|Komponente von der
talkomponente S;, zu|Stabkraft S, Null. Die|Stabkraft S; Null. Die
Null. Stabkraft S; nimmt die | Stabkraft S; ist gleich der

Wenn keine 4uRere Kraft | K"aft F auf. Stabkraft S,.

angreift, ist auch die
Stabkraft Null.

6.3 Analytische Losung
Bei dieser Losung betrachtet man das Fachwerk zuerst als Gesamtsystem und |6st mit den drei Gleichge-
wichtsbedingungen am Gesamtsystem die Auflagerkréafte.
Beispiel
- Statisch bestimmtes Fachwerk nach dem 1. Bildungsgesetz
- Bestimmung der Lagerkrafte durch die Gleichgewichtsbedingungen am Gesamtsystem
- Bestimmung der Stabkrafte durch den CREMONAplan
Ein Fachwerktrager wird durch drei Krafte F,, F, und F; belastet (Bild 6.11).
gegeben: a, Fy, F,, F3

gesucht: Bestimmung der Lager- und Stabkréafte
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